Mathématiques pour littéraires Vadim Lebovici

Corrigés des exercices
Ensembles et applications

N’hésitez pas a m’envoyer un mail si vous avez des questions.!

1 Ensembles

Exercice 1. Echauffements I (x)

Soit E' un ensemble. Que dire de deux sous-ensembles A et B de E tels que AUB =
ANB?

Solution de ’exercice 1.

Faire un dessin pour se convaincre que dans une telle situation, A = B. Montrons
que c’est bien le cas. Pour ce faire, nous allons utiliser une technique trés importante :
la double inclusion. Le principe est d’utiliser I’équivalence suivante : A = B équivaut
a AC B et BCA. On peut donc montrer le second pour en déduire le premier.

Montrons que A C B. Par définition de linclusion, nous devons donc montrer
que :
Pour tout a € A, on a que a € B.

Soit a € A. Par définition de ['union, an a alors que a € AUB. Or, AUB = AN B,
donc a € AN B. Par définition de l’intersection, on a alors a € B.
Conclusion : Pour tout a € A, on a que a € B, donc A C B.

Montrons que B C A. L’énoncé est symétrique en A et B, et A C B, donc
BCA.

Conclusion :  On a bien montré que AC B et BC A, i.e A=DB.

Exercice 2. Echauffements IT (%)

Soit E' un ensemble et soient A, B et C' trois parties de E telles que AUB = AUC
et ANB = ANC. Montrer que B = C.

Solution de ’exercice 2.

On procéde a nouveau par double inclusion.
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Montrons que B C C. Soitb € B. On a alors que b€ AU B. Comme AUB =
AUC, onabe AUC. Par définition de l'union, | y a alors deux possibilités :
ler cas : be C. on a ce qu’on voulait, b € C.

2nd cas : b€ A. ona alorsbe ANB=ANC et doncb € C. Dans tous les cas,
on a bienb e C.

Conclusion : pour tousb € B, on a b e C, donc B C C'.

Montrons que C' C B. Le probleme est symétrique en B et C' et B C C, donc
C CB.

Conclusion. On a montré que B C C et C C B, donc B =C.

Exercice 3. Des parties (%)

Soient E et F' deux ensembles. Quelles relations d’inclusion y a-t-il entre :
1. P(EUF) et P(E)UP(F)?
2. P(ENF)et P(E)YNP(F)?

Solution de ’exercice 3.

1. Montrons que P(E)U P(F) C P(E U F). Pour montrer qu’une union est
incluse dans un ensemble, il suffit de montrer que chaque terme de 'union est inclus
dans l’ensemble.

Montrons que P(E) C P(EUF). Soit A € P(E), montrons que A € P(EUF).
Pour tout a € A, on a que a € E, et donca € EUF, donc AC EUF, i.e. A€
P(EUF). Ceci étant vrai pour tout élément A de P(E), on a bien P(E) C P(EUF).

Montrons que P(F) C P(EUF). Comme E et F jouent des réles symétriques
et que P(E) CP(EUF), on a également P(F) C P(EUF).

Conclusion : On a montré que P(E) CP(EUF) et P(F) CP(EUF), donc

P(E)UP(F)CPEUF).
Montrons qu’en général, on a pas P(EUF) C P(E)UP(F). Pour cela, il faut

que 'on exhibe un contre-exzemple a cette proposition. Prenons E = {0} et F' = {1}.
On a alors EUF ={0,1} et donc :

P(E) ={0,{0}},
P(F) ={0,{1}},
P(E)UP(F) ={0,{0}, {1}},
P(EUF) ={0,{0}, {1}, {0, 1}},

ce qui montre bien que dans cet exemple P(E) UP(F) # P(EUF).



2. Montrons que P(ENF) = P(E)NP(F). Pour A un ensemble, on a que
ACENF équivaut A C E et A C F, par définition de lintersection.? Autrement
dit, on a équivalence entre A€ P(ENF) et A€ P(E)NP(F), d'ot le résultat.

Exercice 4. Différence symétrique (x*x)

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. On appelle différence symétrique de
A et B, et on note AAB I’ensemble défini par :

AAB = (AUB)\ (AN B).

Faire un dessin, puis calculer AAB pour A = {0,1,2,3} et B = {2,3,4}.
Montrer que AAB = (A\ANB)U(B\ANB).

Supposons que AAB = AN B. Montrer que A = B = ().

Soit C' € P(E). Montrer que AAB = AAC si, et seulement si B = C.
Résoudre ’équation d’inconnue X € P(E), AAX = ().

SANE S e

Solution de ’exercice 4.

1. De beaux dessins sont disponibles sur la page wikipédia de la différence symé-
trique. Pour A =1{0,1,2,3} et B=1{2,3,4}, on a

AAB = {0,1,4}.

2.  Procédons par double-inclusion.

Montrons que AAB C (A\ ANB)U(B\ AN B). Soit x € AAB. Par définition,
xr € AUB, doncx € A oux € B. Supposons d’abord que x € A, l'autre cas étant
symétrique. Par définition de la différence symétrique x ¢ AN B, on a donc bien
r € A\ AN B. Par symétrie, si x € B, on aura x € B\ AN B.

Conclusion : On a montré que pour tout v € AAB, on ax € A\ ANDB ouzx €
B\ANB, ie AABC (A\ANB)U(B\ANB).

Montrons que (A\ ANB)U(B\ AN B) C AAB. La preuve est similaire.

3. Supposons AAB = AN B. Pour montrer que A = B = (), il nous suffit de
montrer que A = (0, car A et B jouent des réles symétriques. Montrons donc que
A =10. Supposons par l'absurde qu’il existe a € A. Deux cas sont alors possibles :
ler cas : a € B. Onaa € ANB = AAB. Or, par définition de la différence
symétrique, a ¢ AN B, une contradiction.

2nd cas : a & B. On a alors que a ¢ AN B. Puisque a € A, on a que a € AUB, et
donc a € AAB. Or, AAB = AN B, donca € AN B, donc a € B, une contradiction.
Conclusion : Tous les cas menent a une contradiction, c’est donc qu’il n’existe pas

dea € A, et donc A=10.

2. Si vous n’étes pas convaincu, prouvez-le, en prenant des éléments a € A et en montrant
I’équivalence.



4. Si B = C, alors il est clair que AAB = AAC'. Supposons maintenant AAB =
AAC, et montrons que B = C'. A nouveau, nous allons procéder par double inclusion.
Montrons que B C C. Soit b€ B. Il y a plusieurs possibilités :

1. Sibe A, alors il est dans AN B, et ne peut donc pas étre dans AAB. Comme
AAB = AAC par hypotheése, b ¢ AAC. Comme b € A, c’est qu’il doit étre
dans ANC, etbe C.

2. Sib ¢ A, alors il est dans AUB\ ANB = AAB = AAC. Doncbe AUC,
mais b € A, doncb e C.

Dans tous les cas, b € C. Ceci étant vrai pour tous b € B, on a bien B C C'.
Montrons que C' C B. L’énonce est symétrique en B et C, et B C C.
Conclusion : B=C.

5. On a que
AAA=AUA\ANA=A\ A=,

donc A est solution de l’équation. De plus, n’tmporte quelle partie X de E satisfaisant
AAX = ) satisferait AAX = AAA. Or, par la question précédente, on a dans ce
cas X = A.

Conclusion : La seule solution de l'équation est la partie A.

2 Applications

Exercice 5. Gammes sur l’injectivité et la surjectivité (x)

Soient X, Y et Z trois ensembles. Soient f : X — Y et g: Y — Z deux applications.
Montrer que :

1. Injectivité
(a) Si f et g sont injectives, alors g o f l'est aussi.

(b) La relation de subpotence est transitive, i.e. si X < Y et Y < Z alors
XxZ.

(c) Sigo f estinjective, alors f est injective.

(d) Donner un exemple oul g o f est injective et ou g ne l'est pas.
2. Surjectivité

(a) Si f et g sont surjectives, alors g o f l’est aussi.

(b) La relation de surpotence est transitive.

(¢) Sigo f est surjective, alors g est surjective.

(d) Donner un exemple o g o f est surjective et ou f ne 'est pas.
3. Si go f est surjective et g est injective, alors f est surjective.

4. Si go f est injective et f est surjective, alors g est injective.
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5. La relation d’équipotence est transitive.

Solution de ’exercice 5.

1. (a) Supposons que f et g sont injectives. Montrons que go f est injective. Soient
doncx € X et 2’ € X tels que go f(x) = go f(2') et montrons que x = z'. Comme
g est injective, on a donc f(x) = f(x'). Comme f est injective, on a x = x’.
Conclusion : Pour tous x € X et 2’ € X tels que go f(x) = go f(a'), on a x = 2/,
1.e go f est injective.

1. (b) Supposons que X Y etY < Z, i.e il existe une injection f : X — Y et
une injection g : Y — Z. On pose alors h = go f : X — Z. Par la question 1.(a),
cette application est injective car f et g le sont. Par définition, on a donc X X Z.

1. (c) Supposons que go f est injective. Montrons que f est injective. Soient donc
r € X etx' € X tels que f(x) = f(a') et montrons que x = x’. Comme f(x) = f(z')
on peut appliquer g pour obtenir que g(f(z)) = g(f(2')).3 Or, go f est injective, ceci
implique donc x = x’.

Conclusion : Pour tous v € X et 2’ € X tels que f(x) = f(2), onax =2/, i.e f
est injective.

1. (d) On pose :

- {0,1} — {0,1,2}
I x — x

que l’on aurait pu écrire aussi moins efficacement :

{0,1} — {0,1,2}
f: 0 > 0

1 — 1
anst que :
{0,1,2} — {0,1}
) 0 =0
g: 1 > 1
2 — 1

On peut alors facilement vérifier que :
{0,1; — {0,1}
gof: 0 — 0
1 — 1

Cette application est clairement injective (le vérifier si ce n’est pas clair). En re-
vanche, g ne Uest pas : g(1) = g(2) alors que 1 # 2.

3. Noter que ceci est vrai parce que 'image d’un élément par une application est unique.



2. (a) Supposons que f et g sont surjectives. Montrons que g o f lest aussi, i.e
que pour tout z € Z, il existe v € X tel que go f(x) = z. Soit z € Z. Comme g est
surjective, il existe y € Y tel que z = g(y). Comme de plus [ est surjective, il existe
z € X tel quey = f(x). On a alors z = g(y) = g(f(x)) = go f(x).

Conclusion : Pour tout z € Z, il existe v € X tel que z = go f(x), i.e go f est
surjective.

2. (b) S’inspirer de 1. (b).

2. (c) Supposons que go [ est surjective. Montrons que g l’est. Soit z € Z. Comme
go [ est surjective, il existe v € X tel que z = go f(x). On pose alors y = f(x). On
a bien z = go f(x) = g(f(z)) = g(y)-

Conclusion : On a montré que pour tout z € Z, il existe y € Y tel que z = g(y), i.e
g est surjective.

2. (d) On pose :
{0,1} — {0,1,2}
f: 0 — 0

1 — 1
ainst que :
{0,1,2} — {0,1}
) 0 =0
NS B |
2 — 1

On peut alors facilement vérifier que :

{0,13 — {0,1}
gof: 0 — 0
1 — 1

On a alors que go f est clairement surjective alors que f ne l'est pas, puisque 2 n’est
limage d’aucun élément de {0,1} par f.

3. Montrons que f est surjective. Soity € Y. On pose z = g(y) € Z. Comme z € Z,
et que g o f est surjective, il existe x € X tel que z = go f(x), i.e g(y) = g(f(x)).
Comme de plus g est injective, y = f(x).

Conclusion : Pour tout y € Y, il existe x € X tel que y = f(x), i.e [ est surjective.

4. Montrons que g est injective. Soient y € Y ety € Y tels que g(y) = g(y),
montrons que y = y'. Comme f est surjective, il existe x € X tel que y = f(x) et



' € X tel que y' = f(x'). On a alors

Or, go [ est injective, donc x = x'. Ceci implique que f(z) = f(2'), iey =19
Conclusion : Pour tousy € Y ety €Y tels que g(y) = g(y'), on ay =19/, i.e g est
mjective.

5. Utiliser les questions 1.(a) et 2.(a) pour montrer qu’une composée de bijections
est une bijection puis s’inspirer de la question 1.(b).

Exercice 6. Une propriété en entraine une autre (%)
Soit E' un ensemble et soit f : P(E) — R. On suppose que pour toutes parties A et
B disjointes? de E, on a f(AU B) = f(A) + f(B).
1. Montrer que f(0) =
2. Montrer que pour toutes parties A et B de E telles que A C B,ona f(B\A) =
f(B) = f(A).
3. Montrer que pour toutes parties A et B de E, ona f(AUB) = f(A)+ f(B) —
f(ANB).

Solution de ’exercice 6.

1. Comme 0N = 0 (i.e le vide est disjoint de lui-méme) et que PUD = 0, on a
f@) = f(0)+ f(0) =2f(0). Ceci implique donc f() =

2. Soient A et B deux parties de E telles que A C B. On peut décomposer :

B=(B\A)UA avec (B\ A)NA =0 (le montrer si ce n'est pas clair). On a alors
f(B)= f(B\ A)+ f(A), d’ou le résultat.

3.  On peut décomposer AU B en trois parties disjointes :

AUB=(A\ANB)U(B\ANB)UANB

4. ie. telleque ANB =10



et ainst calculer :

FIAUB) = f((ANANB)U(B\ANB)UANDB)
(ANANB)+ f((B\ANB)UANB)
(ANANB)+ f(B\ANB)+ f(ANB)

(A) = f(ANB) + f(B) = f(ANB) + f(AN B)

(A) + f(B) = f(AN B).

f
f
f
f
f

Exercice 7. Fonctions caractéristiques (xx*)

Soit A une partie d’'un ensemble E. On lui associe I'application suivante :

E — {0,1}
1y {1 six € A,
T '
0 sinon.

1. (%) Montrer que pour toutes parties A et B de F, les fonctions suivantes® sont
les fonctions indicatrices de parties de E que 'on déterminera :

(a) 1p — 14,81 AC B.

(b) 14-15p.

(¢c) 14+ 1p, si A et B sont disjointes.
(d) 1a+1p— 1anp.

2. (#*x) Montrer que pour toutes parties A et B de F, on a On note F(F, {0,1})
I’ensemble des applications de E dans {0, 1}. Montrer que 'application :

. P(E) — F(E,{0,1})
f. A — 14

est une bijection. ¢

3. (%kxx) Application. Résoudre la question 4 de I'exercice 4 en ne faisant que des
calculs de fonctions caractéristiques.

Solution de I’exercice 7.

1. (a), (b), (C) On a 1B\A = 1B_]—A st A Q B, ]_AﬂB = ]-A']-B; et 1AUB = 1A+1B
si A et B sont disjointes. Les trois démonstrations étant similaires, on traite intégra-
lement la premiere, et laissons les autres au lecteur ou a la lectrice. Soient donc A

5. La somme de deux fonctions est définie ainsi : pour z € E, (14 + 1p)(z) = 1a(x) + 15(z),
et les autres opérations sont définies de maniére similaire.

6. L’injectivité implique en particulier que, pour toutes parties A et B de E, on a A = B si, et
seulement si 14 = 1p.



et B deux parties de E telles que A C B. On souhaite montrer que pour tout v € F,
1pa(x) =1p(x) — 1a(x). Soitx € E.

ler cas : v € B\ A. On a alors 1p\a(x) = 1. Comme v € B, on a 1p(x) = 1 et
comme x & A, 14(x) = 0. Ainsi, on a bien : 1g(x) —14(x) =1-0=1=1pa(2).
2nd cas : x € B\ A. On a alors que 1p\a(x) = 0. De plus, il y a alors deux possibi-
lités : ou bienx & B, ou bienx € A. Six & B, alors 1g(x) =0 etx & A car AC B,
donc aussi 14(x) = 0. Ainsi : 1p(x) —1a(x) =0—0=0=1pa(z). Siz € A, alors
aussi x € B car A C B. On aura donc 1g(x) —1a(x) =1 —-1=0=1pa(x).
Conclusion : dans tous les cas, on a bien montré que pour tout x € E, 1pa(x) =
1B(ZL‘) — 1A(ZL‘), 1.e ]—B\A = 1B — 1A'

1. (d) On alsu = 14+ 1 — 1anp. Pour le montrer, on utilise les questions
précédentes et le fait que [’on peut décomposer AU B en trois parties disjointes :

AUB=(A\ANB)U(B\ANB)UANB.

2. On doit montrer que [ est injective et surjective. Commencgons par l’injectivité.
On doit montrer que pour toutes parties A € P(E) et A’ € P(E) telles que 14 = 14/
on a A=A Soient donc A € P(E) et A" € P(F) telles que 14 = 14. Procédons
par double inclusion. Soit a € A. On a alors La(a) =1. Or 1o (a) = 1a(a) =1 donc
a € A" par définition de 1. Ainsi, A C A’. Par symétrie, on a aussi que A" C A.
Conclusion : on a montré que pour toutes parties A € P(E) et A" € P(FE) telles que
1a=14 ona A=A, i.e. [ est injective.

Montrons que f est surjective. Soit a € F(FE,{0,1}). Posons

A={zr e E|a(x)=1} e P(E).

Montrons que a = 14 = f(A). Soit x € E. Six € A, alors 14(z) = 1 = «o(z) par
définition de A et de 14. Six & A, alors 14(x) = a(x) par définition de A et de 14.
Conclusion : on a montré que pour tout o € F(E,{0,1}), il existe A € P(E) telle
que o = f(A), i.e f est surjective.

3. Soient A, B et C' trois parties de E. Montrons que AAB = AAC si, et seulement
si B = C. Puisque f est injective, on a que pour toutes parties D et D' de E que

1D:1D/@D:D,.

On a donc que

AAB = AAC
équivaut a

laap = lanc.



De plus, par la question 1), on a :

laas = 1(au)\(anB)
=1laup—1a-1p
=14+15-2-14-15
=13 +13-2-14-1p
= (14 —1p)%

ot la troisieme égalité vient du fait que 14 et 1p sont a valeurs dans {0,1} et que
02=0 et 1' = 1. Ainsi, AAB = AAC équivaut a :

(14 —1)* = (14— 1)

Attention, ceci n'est équivalent a 14, — 1p = 14 — 1¢ que si les deux cotés de
cette derniére égalité sont de méme signe. En fait, c’est toujours le cas. En effet,
six € A, alors 1a(x) = 1 et 1a(x) — 1g(x) > 0 car 1p(x) € {0,1}, idem on a
1a(z)—1c(x) > 0. Siax € A, alors14(x) =0 et 1a(x)—1p(z) <0 carlp(z) € {0,1}
et encore 14(x) — 1o(x) < 0. On a donc bien dans tous les cas :

14—1p=1,4—1¢.
Ce qui équivaut a :
1B = 107

et, comme f est injective, ceci équivaut a :

B=_C.

Exercice 8. Un classique ()

Soit E' un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection E dans P(FE).

Solution de I’exercice 8.
Soit f: E— P(E). On pose alors :

A={zre€E|x¢f(x)} eP(E)

qui a bien un sens puisque f(x) C E (c’est une partie de E). Montrons que A n'a
pas d’antécédent par f. Supposons par labsurde qu’il existe z € E tel que A = f(z).
On a alors deux possibilités :
— ou bien z € A et alors z € f(z), donc z & A par définition de A, ce qui est
absurde,
— ou bien z & A et alors z & f(z), donc z € A par définition de A, ce qui est
absurde.
Dans tous les cas, l'existence d’un antécédent de A par f est absurde, donc A n’a pas
d’antécédent et f n’est pas surjective.

10



